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Soit J:“( 125) le facteur d’Eisenstein de la jacobienne J,(l25) de la courbe 
modulaire X0( 125) associe a 5. La methode de Berkovii: (cf. Berkovic. Mafh. Sh. 
101 (1976). 143) n’a pas pu montrer que Ja’( 125) possede un nombre tini de points 
Q-rationnels. Dans ce travail nous itablissons ce resultat. Plus pricisement, Jo( 125) 
est isogene sur Q a un produit de deux varietts abeliennes de dimension deux et 
dune de dimension quatre (cf. Doi and Yamauchi, J. Math. Sot. Jupan 25 (1973). 
629-643): Jo(125)-A,xA,xA,. Nous montrons que A,(Q)?Hxh, A,(Q); 
E/5& et A,(Q)zZ/5h; il en resulte que J,,( 125)(Q)zL x H xh/25Z et que le 
groupe Ji:‘(l25)( Q) est fini. Nous obtenons egalement que les seuls points ration- 
nels sur Q de la courbe ,I’,,( 125) sont les pointes 0 et #r. , 19X7 Acddemlc Pres,. Inc 
Let Jp’( 125) be the Eisenstein factor of the jacobian J,,( 125) of the modular curve 
X0(125) associated with 5. The Berkovii- method (cf. Berkovic, Ma/. Sb. 101 (1976) 
143) failed to demonstrate that Ja’( 125) has a finite number of rational points over 
a$. In this work we prove this result. More precisely. J,,( 125 ) is isogenous over Q to 
the product of two abelian varieties of dimension two and one of dimension four 
(cf. Doi and Yamauchi. J. Ma/h. Sot,. Japun 25 (1973) 629-643): J,,( 125)- 
A,xA?xA?. We prove that A,(Q)zZxZ, .4,(Q)~B/5h, and A,(Q)zZ.‘S.Z!: it 
follows that JO( 125)( Q) 2 Z x P x L.‘25E and that the group J{;‘( 125)( Q) is finite. 
We also obtain that the only points rational over Q of the curve k,,( 125) are the 
cusps 0 and 7. ’ 19P7 Academic Prc\\. Inc 
INTRODUCTION 
Soit N un entier 3 1. Considerons l’espace des classes d’isomorphisme des 
couples (E, C,) ou E est une courbe elliptique sur C, le corps des nombres 
complexes et C, un sous-groupe cyclique d’ordre N. L’espace est parametre 
par l’espace des orbites YO( N) = H/T,(N), ou r,(N) = { (; :) E SL,(Z)/c G 
0 (mod N) ) et H = (z E @/im 2 > 0). On compactifie YO( N) en ajoutant les 
pointes et on obtient ainsi la courbe modulaire X,(N). La courbe X,,(N) est 
definie sur Q, le corps des nombres rationnels. On note J,(N) sa 
jacobienne. 
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Considerons la courbe modulaire A’,( 125). On sait, d’apres [ 1, Sect. 4.21, 
que le facteur d’Eisenstein de JO( 125) associe a 5, J&“( 125) (cf. Cl, Sect. 3.21 
et [ 10, ch. II, Sect. lo]) est non trivial; la methode de Berkovic n’a pas pu 
montrer que le groupe Jb”( 125)(Q) est fini a cause de la reduction additive 
modulo 5 de J&“( 125) (cf. [ 1, Sect. 4.21). Dans ce traval nous ttablissons ce 
resultat. Plus precisement on sait, d’apres [2, Sect. 21, que J,( 125) est 
isogene sur Q a un produit de deux varietes abeliennes de dimension 2 et 
d’une de dimensions 4: J,( 125) - A 1 x A, x A,. Nous montrons que 
A,(Q)=Z x7, A,(Q)=Z/5Z, A3(Q)=L/5Z; il en resulte que 
J,,(125)(Q) E Z x Z x Z/252 et que le groupe J&Y125)(0) est lini. Nous 
traitons ces questions dans les deux premiers paragraphes. 
Dans un troisieme paragraphe la construction d’une equation de X0( 125) 
et I’existence d’un quotient de J,( 125) tini sur Q entrainent que les seuls 
points Q-rationnels de X0( 125) sont la pointe a l’origine et la pointe a l’in- 
lini. Ce dernier rtsultat est obtenu par Kenku (cf. [S]) par une autre 
methode. 
I. DESCRIPTION DE JO( 125) 
Dans ce paragraphe nous decrivons les varietb abtliennes A i (i = 1,2,3) 
en termes de reseaux complexes. La technique employee pour ce faire est 
celle d&rite dans [7, I, Sect. 4; 8, Sect. 31. On utilise ces resultats pour 
determiner J,$“(125) (a isogenie pres) et les groupes de torsion de Ai 
(i= 1, 2, 3). 
1. D&termination des rbseaux 
SoitA, i= I,..., 8, une base de l’espace des formes paraboliques de poids 2 
sur r,( 125), (r,( 125), 2),, formte de vecteurs propres normalists des 
operateurs de Hecke. Soient zO, z, ~~*=(;~@/Im~>O}uQu{oc}.On 
note {co, z 1 ) le vecteur de C’ de coordonnees: 
D’apres Shimura (cf. [14, Sect. 3]), les points de la jacobienne JO( 125) a 
valeurs dans @ s’identifient au quotient @*/L, ou L est le sous-Z-module de 
c8 engendre par les vecteurs {zo, M(z,)j, oti z,EP* et ou ME r,(125). 
L’application: 
de&it par passage au quotient un plongement de X0( 125) z X*/F,( 125) 
dans la jacobienne JO( 125) z C’/L; ce plongement envoie la pointe z = 0 de 
114 DIMITRIOS POULAKIS 
X,(12.5) sur l’origine de J,,(125). De meme, comme dans [7, I, Sect. 43, on 
montre: 
LEMME 1.2. Le rkseau L est engendrt par les seize vecteurs: 
(0, l/c), c E B, 
oti B= {2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 16, 17, 18, 41, 43, 44). 
D’apres [2, Sect. 21, l’espace (f,,( 125), 2), se decompose en la somme 
directe de deux sow-espaces de dimension 2 et dun sous-espace de dimen- 
sion 4, qui sont des espaces propres pour l’algebre de Hecke. 11s sont notes 
I, I,, et II dans [a]. Les polynomes caracteristiques pour l’operateur de 
Hecke T, sur ces espaces sont X2+X-l, X2-X-1, et X4-8X2+11, 
respectivement. 
On peut supposer que les formes f, , fi forment une base de I, ies formes 
f3, .f4 de 1 t et les formes f5, f6, .f,, .fx de 11. 
D’aprb Shimura (cf. [14, Proposition 3]), il existe done trois 
morphismes canoniques dtfinis sur Q et surjectifs: 
(P,4,:Jcl(125)+A, 
(PAN: J,(125) + A2 
h: ~125) +A3, 
oti A, et A 2 sont des varietes abeliennes de dimension 2 dtfinies sur Q et A 3 
une variett abelienne de dimension 4 sur Q. 
Soient 7rA,, 7cA,, 7rA, les projections canoniques de C8 sur C2, C’, C4 
correspondant a l’isomorphisme: C8 %’ @’ x C’ x C4. 
Posm: LA, = n,,(L), LA2 = n,+(L), LA, = nA1(L). 
Si l’on identifie J,(125)(C) a @*IL, les morphismes p,,, (Pi?, qAJ s’ob- 
tiennent a partir de nA,, 7cAz, rrA, par passage au quotient. 
Le conjugaison complexe opere sur L (cf. [7, I, Proposition 3.2.5). On 
note L’ les sous-rbeaux de L associes aux valeurs propres f 1. On obtient 
facilement le rtsultat suivant: 
LEM~ 1.3. (a) Le rkseau L’ est engendrk par les vecteurs: 
y: = (0, f} Ik (03 -+> )J; = 10, $} f (0, -A) 
y’ = {o,;} + {O, -$) y6+=(O,$j*{O, -4) 
yf = (0, i} * (03 -i} 77’ = {O, A) F (02 -A) 
y,’ = {O, f} + (0, -4) y‘$ = {O, &-). + {O, -&). 
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(b) Le &seau L est un sowr&eau dindice 2’ du rt%eau ;L + + +L- . 
Plus prt?ist!ment, soit: z=fci=, (xky: + yky;), xk, ykcZ’, un PlPment du 
rt?seau 4L + + 4L -. Alors, z E L si et seulement si xk = y, (mod 2). 
Les valeurs propres de l’operateurs de Hecke T, sont: 
c, = 
-l+J? l+,is 
2 ’ 
c2= --) 
2 
&& c,=ti 
c5 = Jiqz, cg = Ji-qfi-, c,= -2& cg= -2& 
Notons c la matrice diagonale qui represente I’action de T, sur la base 
if,,...,fs) d e es 1' P ace (T,(125), 2),: c=diag(c ,,..., cs). D’apres [7, 1.41, 
l’action de T, est representee par la formule: 
c{o,z}=(o,2~}+ 0 { ,q}+{o;+{o,f{ (1) 
pour tout z E A?*. 
Notons y& la i-eme coordonnee de y:, 1 < i6 8, et ecrivons la formule 
(1) pour +z=f,+,& $, $, $, jr, &. On obtient ainsi deux sysdmes 
homogenes aux inconnues Y&. 
Pour tous ci, les deux systemes sont de rang 7, ce qui determine v,& et y+~~ 
a une constante multiplicative pres. On pose 0,’ = y;, et 0; = Y,~~ 
( 1 < i< 8) et on exprime les y,& en fonction des o,?. 
Notons ensuite: 
MAa, b, c, 4 
= f[aw,,? + bw; + $(cw; + do; )] (k = 1,2,3,4) 
MAa, b, c, 4 e, f, g, h) 
=;i ’ [ao: + ho; + ,,/?(cw: + dw; ) + dG(ecL)k+ +fu;) 
+fid,q(gu: +hw,)] (k=5,7) 
MAa, 6, c, 4 e, .L g, h) 
=4 ‘[a~: -i- bw; + J$CUJ: + dw;) + dT(ewz +fw;) 
+,,ha(gu; +ho,)] (k=6, 8). 
Le lemme 1.3 et les valeurs de y,$ en fonction des OF, montrent: 
PROPOSITION 1.4. (a) Pour que (z,, z2) E C2 soit un Sment du r&eau 
L AI’ il faut et suffit qu’il existe a, 6, c, de& a_= b = c z d (mod 2), 
a+czb+d (mod4) tels que 
( zI, z2) = (M,(a, 6, c, 4, MAa, 6, -c, -4). 
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(b) Pour que (z~, zq) E Cz soit un PIt!ment du re’seau LAZ, ilfaut et suf- 
fitqu’ile?cistea,b,c,d~~,a-b-c-d(mod2),a+c=b+d(mod4)tels 
w 
( z3, z4)= (M,(a, b, c, d), M,(a, b, -c, -d)). 
(c) Pour que (z,, z6, z,, z8) E C4 soit un klkment du rkseau L,4jr il faut 
etsuffqqu’ilexistea,b,c,e,f,g,hEZ,a-b~c~d(mod2),e~frgrh 
(mod 2), a + c = b + d (mod 4), e + g -,f + h (mod 4) tels que 
= (M&a, b, G 4 e, .h g, h)), M6(a, b, -G -4 e. .L -g, -h), 
= MAa, 6, c, 4 -e, -J; -g, --II), M,(a, 6, -c(‘, -d, -e, -,f; g, h)). 
2. Pointes de X0( 125) 
Soit z E Y?* une pointe de X0( 125). On se propose de determiner l’ordre 
de cette pointe dans chacune de trois varietes abtliennes A,, A,, A 3. Pour 
cela, en proctdant comme dans [7, 1.4.10; 8, 3.21, on calcule (0,~) en 
fonction des w,+, i = l,..., 8. Les rtsultats obtenus ligurent dans la Table I 
oti Ton a post: 
10, fz},, = :[x(z, k)wZ + Y(z,k)o,], l<k<8. 
3. Applications 
A. Groupes de torsion de A,(Q), i= 1, 2, 3, et de J,,(125)(Q) 
On sait, d’apres [2, Sect. 23, que les polynomes caracteristiques de Tz 
sur Aj (i=1,2,3) sont X2+X-l, X’-X-1,X4-8X2+11, respec- 
tivement, et de T, sont X’ + 3X+ 1, X’ - 3X+ 1, X4 - 7X2 + 11, respec- 
tivement. On en deduit que le nombre des points des Ai (i= 1,2, 3) sur les 
corps finis [Fz et F, est le suivant: 
#A,([F,)= 11; # A,(F,) = 5; #A3(Fz)=20 
#A,(F,)=29; # Az(F3) = 5; # A,(F,) = 155. 
Or, on sait d’apres I.2 que l’image de la pointe a l’infini dans Ai (i = 2, 3) 
est non triviale et engendre un groupe d’ordre 5. On en deduit: 
PROPOSITION 3.1. A,(Q) 2: 0, torsion - A,(Q Itorsion 2 E/‘jZ, A 3(z Itorsion g 
z/5z. 
Nous allons determiner ensuite le groupe de torsion de J,( 125)(Q). 
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PROPOSITION 3.2. Jo( 125)(Q),,,,io, ~ 2/252. 
D<monstration. On sait, d’apres [l, Lemme 4.11, que l’ordre de (0, 00) 
est 25. D’autre part, la variett 5,(125) possede 22 x 52 x 11 points sur le 
corps F, et 52 x 29 x 31 sur le corps F,. On en deduit que le groupe de tor- 
sion de J,(125)(Q) est engendre par (0, co}. 
B. Groupes cuspidaux des A,, i = 1,2, 3 
On designe par C,,, i = 1,2, 3, les sous-groupe engendrt dans Ai, 
i = 1,2, 3, par les images des pointes de X0( 125). On appelle C,, le groupe 
cuspidal de A i. 
D’apres [6, Sect. 3.21, on sait que le plus petit corps de rationalite des 
pointes de X,(125) est le corps des racines cinquiemes de l’unitt 
K= Q(e2”‘j5). Soit Gal(K/Q) = G. Le groupe G permute les pointes et fait 
ainsi de C,,, i = 1, 2, 3, des G-modules galoisiennes. Procedant comme dans 
[8, Lemme 4.1.2.11 on determine leur structure. Le resultat est le suivant: 
C. Le facteur dEisenstein Jh5’( 125) 
On sait, d’apres [l, Sect. 4.21, que J “) = Jb”( 125) est non trivial. Nous 
allons determiner ce quotient de J = J,( 125) a isogenie prb. 
L’algebre de Hecke de J = J,( 125) est par definition la sous-algebre H de 
End,(J) engendrie sur Z par les optrateurs de Hecke T, (pour tout nom- 
bre premier 1, If 5). On sait que l’algebre H est commutative et libre sur 7 
de rang 8. La decomposition de la jacobienne J a isogenie pres (definie sur 
Q!) J- A, x A, x A, correspond a la decomposition du produit tensoriel 
HOQ~Q(,,h)xQ(,,h)xQ(~~); de plus, Endo(A,)@QzQ(>) 
(j= 1,2) et Endo( Q z Q( JL 4 + $). Soit ‘LI, le noyau de la projec- 
tion H+H@Q--+End,Ai@Q (i=l,2,3);ona: 
Ai= J/91iJ (i= 1, 2, 3). 
L’ideal d’Eisenstein de H est par definition l’ideal E engendre par les 
endomorphismes 1 + 1- T,, If 5. Soit ‘Qs = E + 5H. On sait, d’apres [ 1, 
Sect. 3.21, que J”’ est isogene sur Q, au produit des Ai, dont les idtaux 
associes 2l, satisfont ‘+21i + ‘ps # H. 
PROPOSITION 3.4. Le facteur dEisenstein J”’ est isogPne sur Q au 
A>xA, 
DPmonstration. D’apres 1.2, l’image de (0, cc > dans les varietes Ai, 
i = 2, 3, est non triviale; on la note ci, i = 2, 3. L’anneau H/S; agit sur 
A,(Q) et l’idtal ps + ‘u,/rU, annule le groupe d’ordre 5 engendre par ci; il 
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en rtsulte que les varietes abeliennes Ai (i = 2, 3) sont quotients de Jf5’. 
D’autre part, l’image de l’endomorphisme 1 + 2 - T2 dans l’anneau 
H/‘%, rZ[(l + &)/2] n’appartient pas a l’ideal (,/j). Done, 
H= !& + ‘u,. 11 en resulte que A, nest pas quotient Jc5’. 
D. Valeurs des fonctions L des variktts Ai (i = 1, 2, 3) au point s = 1 
Considerons la base A., i = l,..., 8, de Yespace (r,( 125) 2),; a chaque 
forme de developpement de Fourierf;(z) = &a1 ai.,zq’l (oti q = exp 27riz) est 
associte la serie de Dirichlet: 
L(h, s) = 1 a,,,n-“. 
n>i 
On deduit de [14, Theo&me l] que les fonctions L, L(A,/Q, s), des 
varietes A;, i= 1,2, 3, sur Q coincident a un nombre fini de facteurs pres 
avec les prod&s l-It=, L(fi, s), npzj L(fi, s), fly=, L(h, s), respec- 
tivement. Le Lemme 6.1 de [ 1 ] et I.2 entrainent le rtsultat suivant: 
PROPOSITION 3.5. L(A,/Q, l)=O, L(A,/Q, l)#O, L(A,/Q, l)#O. 
Une consequence immediate est que L(J/Q, 1) = 0 et L(J’5’/~, 1) # 0. 
III. POINTS RATIONNELS SUR Q DE .I,( 125) 
Dans ce paragraphe, nous allons determiner le groupe des points 
Q-rationnels de 5,(125) et des A;, i= 1,2, 3. 
1. Les groupes Ai( i= 2, 3 
Considtrons les anneaux Hi= H/21i, i= 2, 3; ce sont des Z-modules 
libres de rang g,, oti g, = 2 et g, = 4. L’ideal ‘Qs = 5H+ E de H est un ideal 
maximal qui contient les ideaux ‘ui, i=2,3. Notons Cpi= *J.J,/‘?I, et 
les completes 5-adique et Cp,-adique de Hi, respectivement (i= 2, 3). I1 est 
facile de voir que l’anneau Hi,w, est facteur direct de Hi,5; on note Ed, 
l’idempotent correspondant de Hi,,. Comme H,, r H, 0 Z,, il resulte 
immtdiatement que H,.> est un Z,-module libre de rang gi. Notons g,, le 
rang de HLv,; on a g,, = g,, = 2. 
Soit Ai,‘P, le groupe des points a-rationnels de Ai annul& par Cpi. La 
conjugaison complexe permet de dtcomposer Ai,, et Ai,s (le groupe des 
points de Aj annul& par 5) en somme directe de leurs sous-espaces propres 
associes aux valeurs propres ( + 1) et ( - 1): A,.,ktt = Aj.,t,,)@A:$,); A,,, = 
Aj;‘OA;,j’. 
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PROPOSITION 1.1. A ,,,~,ZZz/5ZOp5 (i=2,3). 
Dkmonstration. La conjugaison complexe opere stir les reseaux L,4,. 
Notons Laf ’ et L>, ) les sous-reseaux associts aux valeurs propres ( + 1) et 
( - 1). La Proposition 1.1.5 entraine que L’,; ’ est l’ensemble des couples 
(M,(O,b,O,d), M,(O, b,O, -d)), od b,dEZ, brdrO(mod2) et O=b+d 
(mod 4). L’application 
(M,(O, 2b’, 0, 2d’), M,(O, 2b’, 0, -28)) -+ (h’ + d’fi)/2 
definit un isomorphisme de Hz,,-modules. Alors, Lj,> j/q2 La2 ) z ZjSZ. L’ac- 
couplement de Weil pour une variete abelienne (cf. [ 17, Chap. 3, Sect. XI) 
definit une dualite entre A):) et Ai; I; il en resulte: Ai,&‘z Ai? ‘/‘$l,Aj,; ‘. 
Done, AiTt,‘, z A$j’/s~zA&)‘r La; )/&L>; ‘2 ZjSZ. 
Le groupe engendre par l’image de la pointe :x, dans A, est contenu dans 
A:\;) et son ordre est 5 (i = 2, 3 ). Done, A &>, est isomorphe au L/5& non 
seulement comme groupe, mais comme module galoisien. 
On montre par le m&me procede que A&&z Z/5Z. Le groupe A\,‘, est 
different de Z/SZ comme module galoisien. OAlors, le Lemme 3.2 de ‘[I I] 
entraine que A&i est isomorphe a pLs comme module galoisien. 
On travaille de facon analogue sur la variete abelienne A, et on deduit 
de meme que A3,,,t1 z L/5Z @ p5. 1 
Soit maintenant 9, le modele de N&on de la variete abelienne Ai sur 
S = Spec Z - { (5) i et 9, [S] le noyau de la multiplication par 5 dans 9, 
pour la topologie f.p.p.f. (cf. [ 18, Expose IV, Sect. 61) (i = 2, 3). L’anneau 
H,/5H, (done aussi l’anneau H,.S) opere de facon naturelle sur 9, [S], ce 
qui permet de dtfinir la $pi,-composante: .rzt,[S],, = ~,,9~[5 J de 9,[5]. 
Nous allons evaluer le premier groupe de cohomologie de 9i[5],kt, sur S. 
LEMME 1.2. H’(S,~;[5]~,)rz/5zoz/5z (i=2, 3). 
Dkmonstration. Considerons les schemas en groupes Z/5Z et p5 sur S. 
Nous allons evaluer les groupes de cohomologie H’(S, pLg), H*(S, p5), et 
H’(S, Z/5Z). En utilisant la suite exacte de Kummer: 
oti G, est le groupe multiplicatif, on obtient la suite: 
O--,0~Z[4]*~~[~]*-+H’(S,~Ls)-,Pic[Z[~]) 
A Pic(Z[~])-H’(S,~,)-H*(S,G,,)~ .‘.. 
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Comme Pic( Z[f] ) = groupe de Picard de Z[+] = 0 et H2( S, G,) = 0 
(cf. [ 12, p. 109]), il en resulte: 
H1(S,~~)rZ[j]*/5;2[~]*rL/5Z et H”(S, p5) = 0. 
D’autre part, on a H’(S, Zj5Z) z Z/SZ (cf. [ 11, p. 5401). 
La Proposition 2.1 entraine la suite exacte de faisceaux en groupes: 
0 + p’s -+ Gai[51bQ, -+ z/5z --t 0 (i= 2, 3); 
d’ou la suite longue de cohomologie: 
O-+O+Z/5Z-+Z/5Z-+H’(S, $a5)+H1(S, 9,[5],~~,) 
+H’(S, Z/5Z)-tO+ “.. 
On en deduit que H,(S, ai[51XI,) 2 Z/5Z@ Z/5Z (i= 2, 3). 1 
Nous pouvons maintenant enoncer: 
PROPOSITION 1.3. A>(Q) z Z/5Z, .4,(Q) z Z/5Z. 
Dhonstration. A la multiplication par 5 dans g( est associee la suite 
exacte suivante pour la topologie f.p.p.f.: 
0+9;[5] -+&+,9-+0 (i= 2, 3); 
d’oh la suite exacte longue de cohomologie: 
0 + Hys, LqS]) + fP(S, 9;) 4 fP(S, 9,) ---f H’(S, ~j[5]) -+ ... 
et la suite exacte courte: 
0 + Hys, 9,)/5fP(S, 9;) + H’(S, 9;[5]) -+ H’(S, LifJ,)[S] -to. 
On peut considerer ceci comme une suite exacte de Hi,,-modules; alors, 
les ‘$I,-composantes forment la suite exacte courte suivante: 
On a done l’injection: 
Si on note 1(M) = k pour un 5-groupe M d’ordre 5”, le Lemme 1.1 de 
[ 1 ] entraine 
4p(S 9i)/5@(S %i) 0 Hi,,,) = g,p,/gi rang Ai(Q) + Q@YX 9i)[5]~,)~ 
Hj.5 (2) 
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Les relations (1) et (2) impliquent: 
rang A,(Q)< g,/g,[QH’(S, 9C51,a,))-4~(& ~i[~l~,))l~ 
et, en utilisant le Lemme 11.1.2, on obtient 
raw A,(Q) G g,/g,, (i= 2, 3). 
Si i = 2, alors g, = 2 et g,, = 2; done rang AZ(Q) Q 1. Comme 
End,A,@QrQ(fi), I r&ulte-que le rang de AZ(Q) est ztro. Si i= 3, 
alors, g, = 4 et 
Q z Q(Jiq), 
g,@, = 2; done rang A,(Q) < 2. Comme End,(A 3) @ 
on dCduit que le rang de A,(a) est z&o. Enfin, la 
Proposition II, 1.1 entraine le rksultat. 1 
Les Propositions 1.3.4 et 11.1.3 montrent: 
THEOREME 1.4. Le ,facteur dEisenstein Jbs)( 125) possPde un nomhre ,fini 
de points rationnels sur Q. 
2. Le groupe A,(Q) 
Soit W,,, l’involution d’Atkin-Lehner associte g la matrice [ I’:s b’]. 
ConsidCrons les variCt& abtliennes J, = ( 1 + W,,,) J et J- = ( 1 - W,25) J; 
alors J, est isogkne sur Q a J/J-. 
Soit maintenant la courbe X+ =X0( 125)+ =X0( 125)/ W,25; son genre est 
2. Notons J(X+ ) sa jacobienne. Les varittks abtliennes J(X+ ) et J, sont 
isogknes sur Q(cf. [lo, Chap. II, Sect. lo]). Ceci entraine que la varitti 
J/J- est de dimension 2. 
D’autre part, on a (1 - U’,,s)(5(0, a} #O, et ‘p, annule 5{0, 00 }. 
Comme H= % + ‘U,, il rt%ulte que 1 - Wlzs E ‘!2I,. Ceci entraine que les A, 
et J/J- sont isogknes sur Q. On peut done conclure: 
PROWSITION 2.1. La uariPti ahklienne A, est isoghe sur Q h J(X’ ). 
Nous allons dtmontrer ensuite le rCsultat suivant: 
PROPOSITION 2.2. Le rang des groupes J(Q) et J(X+ )(Q) est strictement 
positif: 
Dkmonstration. Considkrons la courbe elliptique E = C/L, oti 
L = Z @ Zi; un modble affine de E est fournit par l’kquation: y* =4.x3 - 3x. 
La courbe elliptique E admet une multiplication complexe par I’anneau des 
entiers de Q(i). En particulier, son invariant est j(E) = 1728. 
Ecrivons 125 sous la forme 125 = (2 + i)3(2 - i)3: les nombres E = (2 + i)3 
et E= (2 - i)3 dtfinissent deux endomorphismes conjugu&s de E d’ordre 
LA COURBE MODULAIRE x,(1 25) 123 
125. De cette facon, on a construit deux points P = (E, ker E) et P= 
(E, ker E) de la courbe X0( 125). Notons 0 la conjugaison complexe; on a 
aP = p, W,,sP = P et P, P sont rationnels sur Q(i) (cf. [ 10, Chap. 111.21). 
Ceci entraine que la classe R du diviseur de degre zero de X,(125), 
(P) + (P) - (0) - (cc ), est rationnelle sur Q. Si R = 0, il resulte que A’,( 125) 
est une courbe hyperelliptique, ce qui nest pas le cas (cf. [ 13, Theorem 2 J ). 
Done R # 0. Supposons que R appartient au groupe engendre par { 0, cc1 >. 
Notons P, I’image commune des points P et P dans la courbe X+; alors, 
le diviseur de X+, (P, ) - (0), est rationnel sur Q et sa classe T, # 0 (sinon 
X+ serait rationnelle). Par suite, si on note R, I’image de R dans J(X+), 
on a 2T+ = R, =O. Done T, est un point de 2-torsion de J(X+)(Q). 
Or, #A ,( F3) = 29; comme A, est isogene sur Q a J(X+ ), on a: 
#J(X+ )( IF,) = 29. Ceci entraine que J(X+ )(Q) n’a pas de f-torsion. Con- 
tradiction. Done R est d’ordre inlini. 
Remarquons ensuite que 2R = (1 + W,,,)(R); done 2R E J+(O). Comme 
J, et J(X+) sont isogenes sur Q, on deduit que J(X+)(Q) est inlini. l 
On peut maintenant enoncer: 
PROPOSITION 2.3. A,(Q)z Z x Z. 
Dtmonstration. Les Propositions 111.2.1 et 111.2.2 entrainent que le rang 
de A,(Q) nest pas zero. Comme End,(A,)@QzQ(>), le Q-espace 
lineaire A,(Q) 0 Q est un Q(JJ) -module. 11 en resulte que le rang de 
A,(Q) est un entier pair. On peut montrer par le m&me pro&de que dans 
la Section 1, que le rang de A+Q(,/?) est 62. Comme A, et AZ sont 
isogenes sur Q(,,&) (cf. [2, Sect. 2]), on deduit que le rang de A,(Q) est 2. 
Esquissons la demonstration. 
On dtduit de [ 11, p. 5401 que H’(S’, Z/5h) z Z/5Z ou 
S=SpecZ[+$,$] 
Or, la suite exacte de Kummer: 
O+p,+G,~G,,,+O, 
entraine que H’(S’, ,us) s Z/5Z 0 Z/5H. 
Soit, 9’ le modele de N&on de la variett abelienne A, sur s’ et Y[5] le 
noyau de la multiplication par 5 dans ZB’ pour la topologie f.p.p.f. Comme 
A 2,82 g Z/5Z 0,~~ il resulte que I(H’(S’, 9’[5]) < 3. 
Enlin, la suite exacte courte: 
o+~1[5]+~Q&‘+o 
entraine le rtsultat. 
124 DIMITRIOS POULAKIS 
Les Propositions 11.1.3, 11.2.3, et 1.3.2 entrainent le resultat suivant: 
THEOREME 2.4. JO( 125)(Q) E Z x Z x Z/252. 
Remarque. Notons que les resultats des Sections I.3 et II sont en accord 
avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (cf. [ 15, 161). 
III. POINTS RATIONNELS SUR Q DE X0( 125) 
Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les seuls points Q-ration- 
nels de la courbe A’,( 125) sont les pointes 0 et co. 
1. Un modtile affine de la courbe X0( 125) 
Soit q(z) la forme modulaire de Dedekind: 
IL, 
q(z) = q’/24 ,,rJ, (1 - 4”) oh q = exp( 2niz). 
Considerons les fonctions: 
~(125~) et X(0)=5- 
4w 
V(5W) 
Y(w) =-. 
$(50) 
D’apres [6, Proposition 3.2.11, on obtient 
fonctions sur la courbe X,(125). 
Soit j(w) l’invariant modulaire avec j( - 
p. 393,395] que: 
i(o)=wk4) 05cu) 
(T(w)) ’ 
oti T(w) = 125 - 
@(w) 
et oti F(T)=(T2+10T+5)3; 
j(w) = G(T(w)) %W~) 
WT(o))’ 
oh T(o)=- 
v(w) 
et oti on note: 
- 1) = 1728. I1 resulte de [3, 
que X(o) et Y(o) sont des 
@(o/5) 
oti T(w)=? 
v (0) 
(1) 
~(~/25) ou T(o)=- 
v(w) 
(2) 
G(T) = (7-l’ + lOT+ + 55T8 + 2OOT’ + 525T6 + lOlOT + 1425p 
+ 1400T3+875T2+250T+5)3 
H(T)=T(p+5T3+15T’+25T+25). 
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On a done: 
jl,,(m)=j(1250)=G(~)[~(~)1 
et 
’ = G(5/Ww)) 
H(5IX(w)) 
11 en rtsulte que: 
Qv, y) = Q(j, j12,) = Q(wl25)). (3) 
D’autre part, la relation j(5w) = G(X(o))/H(X(o)) = F( Y(w))/Y(w) 
entraine l’identitk 
Y(X’O+ 10x9 + 55x8 + 200x’ + 525x6 + 1010x5 
+ 1425X4 + 1400X3 + 875X2 + 250X+ 5)3 
=(Y2+ 10Y+5)3X(X4+5X3+ lSX’+25X+25). (4) 
On dCduit de (3) qu’un modkle afline sur Q de la courbe X0( 125) est 
parmi les facteurs irrlductibles de (4). Posons Z= H(X); alors 
G(X) = F(Z). Done, on peut kcrire (4) sous la forme 
Y(z2+10z+5)3=z(Y2+loY+5)3; 
et on obtient la factorisation 
(Z- Y){zY[z4+(Y+30)23+(Y2+30Y+315)z~ 
+(Y3+30Y~+315Y+1300)Z 
+(Y4+30Y3+315Y2+1300Y+1575]-125}=0. 
Done (4) a comme facteurs: 
P,(X, Y)=Xs+5X4+ 15X3+25X2+25X- Y 
P&Y, Y) = (X5 + 5X4 + 1 5X3 + 25X2 + 25X) 
x Y[ (X5 + 5X4 + 1 5X3 + 25X’ + 25X)4 
+ ( Y + 30)(X5 + 5X4 + 15X3 + 25X2 + 25x)3 
+(Y2+30Y+315)(X5+5X4+15X3+25X2+25X)2 
+(Y3+30Y2+315Y+1300)(X5+5X4+15X3+25X2+25X) 
+Y4+30Y3+315Y2+1300Y+1575]-125. (5) 
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Les polynbme P,(X, Y) est irrkductible et dthit une courbe rationnelle. 
Soit: P2(X, Y)=[a,(Y)X”+ ..f +a,(Y)][b,(Y)X”+ ... +b,(Y)], 0d 
a,( Y), bk( Y) E Q [ Y]. On peut poser a,( Y) = Y et !I,( Y) = 1. Remarquons 
que Y/P,(X, Y) f 125. Le coeflicient de X2” est Yb,( Y) + a,( Y); alors, si 
a, ( Y) # 0, Y/u,( Y). De m&me, le coeflicient de Xz3 est Yb,( Y) -t a,( Y) 
b,(Y) + a2( Y); alors, si u2( Y) #O, Y/uJ Y). En continuant ce procbdk, on 
obtient que Y/Q Y). D’autre part, on a que u,(Y) b,(Y) = -125. Contra- 
diction. Done, P*(X, Y) est irrkductible et d&kit un modble affine de la 
courbe A’,( 125). 
Remarque. En utilisant les fonctions: R(w) = $(c0)/$(5~0) et S(w)= 
~(0)/~(25w) on obtient que l’kquation P,(X, Y) = 0 est un modkle affine de 
la courbe X,(25). 
2. Points Q-rutionnels du modGle P,(X, Y) = 0 
Nous allons montrer par la suite que l’kquation P,(X, Y) = 0 n’a pas de 
solutions Q-rationnelles. D’abord, on a besoin d’ttablir quelques rksultats 
prkliminaires. 
LEMME 2.1. Soit (m/M, n/N) E Q! x Q, oti (m, M) = 1 = (n, N), M > 0 et 
N > 0, un couple tel que P,(m/M, n/N) = 0. Si p est un premier tel que ps, oti 
s > 0, divise exactement M et pr, oti r > 0, divise exactement N, alors r = 5s. 
Dkmonstration. Substituant (X, Y) par (m/M, n/N) dans (5), on 
obtient: 
125M25N5 = [m’ + 5m4M + . + 25mM4] 5 nN4 
+ Cm’+ ... + 25mM4]4[nZN’ + 30nN4] MS 
+ .‘. + [m5+ ... +25mM4] 
x MZO[nS + 30n4N + 315n3N2 + 1300n2N3 + 1575nN4]. (6) 
Comme p/M et p/N, p [rn et p y n. Si ord,(x) dtsigne la valuation 
p-adique d’un nombre rationnel x, on a: 
ord,{m5+5m4M+ ... +25mM4} =0 et ord,( n) = 0. 
Done, la valuation p-adique du 2e membre de (6) est: 
>,inf{4r, 5s+3r, lOs+2r, lSs+r,20s}. 
D’autre part, la valuation p-adique du ler membre est 36 + 25s + 5r et 
6=Osip#5,6=1 sip=5. 
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Si r < 5s, on obtient 36 + 25s + 5r = 4r, d’oti 36 + 25s + r = 0, ce qui n’est 
pas le cas. De meme, si r > 5s, on a 36 + 5s + 5r = 0, contradiction. Done 
r=5s. 1 
Une constquence immttdiate du lemme est la suivante: Si (n/r N) = d, on 
aM=dM,etN=d5N,avec(M,,N,)=1et(d,M,)=1=(d,N,). 
LEMME 2.2. Soit (m/dM,, n/d’N,) un couple tel que P,(m/dM,, 
nJdSN,) = 0. Alors N, > 1. 
Dimonstration. Substituant (X, Y) par (m/dM,, n/d’N,) dans (5), on 
obtient l’kquation suivante: 
125d3’MfSN: = [m’ + 5m4dM, + . . . + 25 rnM1 d;‘]’ nN: 
+ [m5+ ... + 25mM;’ d4]” M:[n2N: + 30nd5N:] 
+ . + [m’ + . . + 25mMj d;l] 
x [n’ + 30n4 d5N, + . + 1575n dzoNy] MT0 (7) 
Supposons que N, = 1; alors (7) entraine m5 + . . + 25mM;’ d:/ 
125d3’Mf5. Si p est un premier tel que p/m’ + 5m4M, d + 9 . . + 25mM: d4 et 
p/d3’Mf5, il rksulte que p/m; comme p/M, on obtient que (m, M) # 1, ce qui 
n’est pas le cas. Alors, (m5 + . . + 25mMT d4, d3’Mf5) = 1, et il r&&e que 
m5+ ... +25mM;‘d4/125 et m/125. 
Posons B=m5+5m4dM,+ ... + 25mMi df. Soit B = +5”, od 0 < a < 3; 
alors 5/m. Supposonss que m = +5’, oh r > 0; done r + 2 = ord,(B) = a, et 
il en rCsulte que r = 1 et CI = 3. 
Supposons que B=53. Si m=5, on a 52+52M+ 15M2+5M3+M4= 1, 
ce qui n’est pas le cas. Si m = -5, on a - 52 + 5’M- 15M2 + 5M3 - 
M4 = 1. RCduisant mod 5, on obtient M4 = -1 (mod 5), contradiction. De 
m?me, si B= -53 ou B= +l, on obtient une contradiction. 1 
La Proposition 3.2.8 de [6] nous fournit les valuations des fonctions 
X(o) et Y(o) aux pointes de la courbe X,(125). Ce sont celles du tableau: 
0 i/5 i/25 m 
x -1 -1 0 5 
Y 25 -5 -1 -1 
On peut maintenant Cnoncer: 
THEOREME 2.4. La courbe modulaire X0( 125) ne posstde pas de points 
rationnels sur Q, autres que les pointes 0 et Go. 
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Dhmonstration. Soient x= (m/M, d, n/N, d’) un couple qui verifie 
l’bquation P,(X, Y) = 0, o0 E X un representant de l’orbite de X”/r,( 125) 
qui correspond a x et (E, C,,,) un representant de la classe d’isomorphisme 
de couples (&, %,;25) qui correspond a X. Comme .I,,( 125) posdde un quo- 
tient tel que son groupe est fini sur Q le Lemme 5 de [43 entraine que le 
denominateur de j(w,) a comme facteurs possibies 2, 5 et de premiers p tels 
que p = 1 (mod 5). D’autre part, ii existe une isogenie d’ordre 5 entre E et 
une courbe elliptique dont l’invariant est j(50,). Ii en resulte que les dtno- 
minateurs desj(5w,) etj(o,) ont les m&mes facteurs premiers. Par suite, (4) 
implique que les numerateurs et les dtnominateurs des X= m/M, d et Y = 
n/N, d5 ont comme facteurs possibles 2, 5 et de premiers p tels que p = 1 
(mod 5). 
Soit p un premier tel que p/m; alors, (6) entraine que p/125N:. Si p # 5 et 
si p’ divise exactement m, p” divise exactement N, ; (7) entraine alors 5s = 
ord,(N:) = ord,(m) = r. Si p = 5, on a 5s + 3 = ord,,(Ni 125) = ord,(25m) = 
r + 2. 
Notons que si 5/N,, (7) impiique 5/m. Done (4) impiique qu’il est possi- 
ble que 5 divise exactement m et que 5 ne divise ni n ni N. 
Soit p un premier tel que p/M, ; comme M, y [m’ + ‘.. + 25mM4] Ni, 
(7) entraine que p/n. De m&me, si p/n, comme (n, d-“N:) = 1, (7) entraine 
que p/125MT5. Si p’ divise exactement n et p’ divise exactement M,, on a 
done: 
r = ord,(n) = ord,( 125M:‘) = 
25s si pZ5, 
25s + 3 
si p=5. 
Or, (3) implique qu’il est possible que 53 divise exactement n, mais qu’il ne 
divise ni m ni M. 
Supposons que 2 divise le denominateur de j(50,). Alors, E a une 
mauvaise reduction en 2; done la reduction de x mod 2 coi’ncide avec la 
reduction d’une des pointes. La reduction dune des pointes i/5, i/25, 
i = 1,2, 3,4, en n (oti n est premier) est rationnelle sur Z/nZ si et seulement 
si n z 1 (mod 5). Comme 2 & 1 (mod 5) la reduction de x coincide avec la 
reduction soit de la pointe 0, soit de la pointe co. 
Si 2 divise le denominateur de X(0,), alors X(w,) se specialise en la 
pointe a l’infini en 2. Comme X possede un pole en la pointe 0, ii en resulte 
que la reduction de x modulo 2 coincide avec la reduction de la pointe 0. 
Done, 2 divise le numerateur de Y(o,) puisque Y possede un zero en 0. 
Rtciproquement, si 2 divise le numerateur de Y(wO), ii divise aussi le 
denominateur de X( wO). 
Soit p un nombre premier tel que p = 1 (mod 5) et que p divise le dtno- 
minateur de j(50,); alors, la reduction de x mod p coincide avec la reduc- 
tion d’une des pointes i/5, i/25, i= 1, 2, 3,4. 
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Dans le cas oti x se rCduit 6 la rtduction d’une pointe de niveau 5, 
comme X et Y ont des pBles aux pointes i/5, i= 1, 2, 3,4, on obtient que p 
divise les dtnominateurs des X(0,), Y(o,). 
Dans le cas oh x se rtduit en la rkduction d’une pointe de niveau 25, 
comme Y a un p61e aux pointes i/25, i = 1,2, 3,4, et que X n’a ni zkro ni 
p61e au i/25, i = 1, 2, 3,4, il en rtsulte que p divise le dtnominateur de 
Y(o,) mais ne divise ni le numhrateur ni le dknominateur de X(w,). Par 
suite, en utilisant les Lemmes 111.2.1 et 111.2.2, on obtient les cas suivants: 
(1) X=% 
e 5S’f 125s 
(2) x= ’ ~ 
5r+ I 
(3) x=$ 
(4) &zg 
(5) Qg 
(6) “=& 
e 55r+l 
(7) x=+ 
e125’ 
(8) X=5’ 
(9) x=f+ 
e, 225’ 
Y=-y-- 
I* 5’ 
y=e25’5’i’ 
,Ll52" 
e 525rf3 
y= 2 
2”/.l 
e 525r+ 3225.~ 
y= = 
oti ei = fl, i= 1, 2, r, s 3 0 et p est kgal g 1 ou g un produit de pre- 
miers = 1 (mod 5). 
Si p # 5, p/m5 + . . . + 25mM4; (7) entraine que p/N, et rtciproquement. 
Alors, ord,(N:) = ord,{m5 + . . . + 25mM4} et on obtient 
m5+5m4M+15m3M2+25m2M3+25mM4=jN~, oti j= fl. (8) 
Si 5/N,, (7) entraine que 5/m’ -t . . . + 25mM4; alors ord5(Nf53) = 
ord5(m5 + ... + 25mM4} et on a: 
m5 + 5m4M+ 15m3M2 + 25m2M3 + 25mM4 = j53N:, oti j= kl. (9) 
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Considtrons la reduction modulo 5 du modele de X0( 125) donne par le 
polynbme (5); les zeros de l’equation reduite sont (1, 1) et (2,2); on a done 
XE Y f 0 (mod 5). I1 en resulte que dans les cas 2, 3, 4, on a e, # e2. 
Considerons maintenant l’involution d’Atkin-Lehner W,,, D’apres [ 3, 
p. 3951, on a: 
I25 r16wd 
-= [(x(op + 5[(X(w)-j4 + 15[(X(w)]3 
175oJ) 
f  25[(X(oN2 + 25[(X(w)]. 
Ceci entraine: 
cw,25vw= 
125Y 
X5 + 5X4 + 1 5X3 + 25X2 + 25X’ 
Wl25( Y) = 
P 
X5 + 5X4 + 1 5X3 + 25X2 + 25X’ 
(10) 
Nous allons examiner maintenant les cas ( l)-(9): 
(1) Substituant (X, Y) par le cas (1) dans (lo), (8) entraine: 
W,,,(X) = (l/2”) $r e, ez ce qui est contradictoire car l’involution W,z5 
est Q-rationnelle. Done, le cas (1) est impossible. 
De meme, on elimine les cas (5) et (6). 
(2) Substituant (X, Y) par le cas (2) dans (10) et utilisant l’identite 
(9), on obtient le cas (9). 
On substitue ensuite (X, Y) par le cas (2) dans (4) et on obtient: 
elC5 
50rt9250s + e,545’+ 9245s+ I v+ ... +250e155’25”p9+p10]3 
= e,[l + l(je2~55'2" + 5(5rp52s)2]3[520r+2220s + 515r+2215sp + ... +p4]. 
Comme e, # e2, 5/p30 + p4 ce qui est contradictoire, car p3’ + p4 = 2 
(mod 5). Par consequent les cas (2) et (9) sont impossibles. 
De facon analogue on deduit que les cas qui restent sont impossibles. 
COROLLAIRE. I1 n’existe pas de courbe elliptique difinie sur Q possPdant 
un sous-groupe cyclique dordre 125 dt!fini sur Q. 
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